Erwartungswert und Varianz bei der Binomial- und geometrischen
Verteilung — mogliche Begriindungen im Schulunterricht

HANS HUMENBERGER, WIEN

Zusammenfassung: In diesem Aufsatz werden einige
Moglichkeiten vorgestellt, schulrelevante Formeln
fiir Erwartungswert und Varianz bei der Binomi-
al- und geometrischen Verteilung mittels Plausibi-
lititsbetrachtungen zu begriinden bzw. formal zu
beweisen. Insbesondere soll gezeigt werden, dass es
korrekte Beweise gibt, die sich nicht auf abstraktem
Universitdtsniveau befinden.

1 Einleitung

Es diirfte unbestritten sein, dass die wichtigste dis-
krete Verteilung im Schulunterricht die Binomialver-
teilung ist. An zweiter (und letzter?) Stelle kommt
die geometrische Verteilung, und in vielen Féllen
kommen im Schulunterricht auch keine anderen dis-
kreten Verteilungen vor (es gidbe da ja auch noch vie-
le andere). Dieser Aufsatz soll kein Pladoyer dafiir
sein, doch so manche andere diskrete Verteilung in
die Lehrplane und -bilicher aufzunehmen. Es geht uns
hier vielmehr darum, eine Mdglichkeit aufzuzeigen
die entsprechenden Formeln fiir Erwartungswert und
Varianz bei der Binomial- und bei der geometrischen
Verteilung ohne hohere Mathematik zu beweisen.
Denn oft hort man: ,,Ein wirklicher Beweis ist auf
Schulniveau gar nicht méglich, weil den Lernenden
hohere Konzepte fehlen.” Das wird sich als falsch
herausstellen. Eine andere Frage ist, ob in der Schu-
le formale Beweise dafiir notig sind. Da wird man
vermutlich in Grundkursen anders vorgehen als in
Leistungskursen. Auch in Leistungskursen ist eine
formale Argumentation nicht zwingend nétig (die
wertvolle Unterrichtszeit kann vielleicht woanders
besser eingesetzt werden?), aber bei Interesse ist sie
moglich — das ist die zentrale Botschaft dieses Auf-
satzes.

Stochastik-Veranstaltungen an Universititen ha-
ben andere Moglichkeiten und Voraussetzungen als
Stochastik-Kurse an Schulen. Das ist der Grund,
warum manche schulrelevante Inhalte fachlicher
Vorlesungen nicht auf dieselbe Art im Schulunter-
richt begriindet werden konnen. Ein erstes Beispiel
dafiir ist die Additivitit des Erwartungswertes:
E(X+Y)=E(X)+E(Y) fiir beliebige Zufallsvari-
ablen X, Y (mit existierenden Erwartungswerten)'.
Wenn man Zufallsvariablen als Funktionen Q— R

auffasst, dann kann man fiir den Erwartungswert ei-
ner diskreten Zufallsvariable schreiben

E(X)= D, X(w) P(w).

weQ

Mit dieser Schreibweise ist der Beweis von
E(X +Y)=E(X)+E(Y) sofort klar:

EX+Y)=), (X+7Y)(w) P(w)

= wZE;X(a)) Plw) + wZE;Z Y(w) P(w)

E(X) E(Y)

Aber diese Schreib- und Denkweise ist im Schul-
unterricht kaum tiblich. Die dort verbreitete Erwar-
tungswertdefinition

E(X):=Zx,. “P(X =x)

erlaubt leider keinen so kurzen Beweis des intuitiv na-
heliegenden Sachverhaltes E(X +Y)=E(X)+E(Y);
es kidmen Doppelsummen oder zumindest Doppelin-
dices ins Spiel, und der Beweis wiirde vor allem zu
einem Schreibproblem, das bei Schiilern/innen kaum
eine erhellende bzw. erkldrende Wirkung erzielen
diirfte. Eine sehr kompakte und vielleicht auch fiir
Leistungskurs-Schiiler/innen verdauliche Form wire:

Die diskreten Zufallsvariablen X und Y seien gegeben
durch die Verteilungen

XX, ...
Di---Di---

ViV,
q,---q;...

Dann gilt mit p,:=P(X =x,undY =y )):

E(X‘FY):Z(xi‘Fy,)'pl-,:zxi'p,j‘f‘Zyj‘p,j
] L]

i

v 2

D
;,_/
qj

Z[Z 5>
1 J J
Pi

:in'pi_‘_;yj'q/:E(X)_‘_E(Y)

Hier ist allerdings die Frage, ob diese sehr kompri-
mierte Schreibweise fiir Schiiler/innen im Regelun-
terricht (Grundkurs) geeignet ist. Die Konsequenz
ist, dass man im Schulunterricht meist auf eine Be-
griindung verzichtet.
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In einem Gutachten zu diesem Aufsatz stand zu le-
sen:

LE(X +Y)=

i=1

E(X)+E(Y)

(xi+yi)'pi:;xi'pi+;yi'pi

Bisher konnte das als Begriindung im Unterricht im-
mer ausreichen.

Diese Aussage ist problematisch, denn die Zufalls-
variablen X und Y miissen ja nicht gleich viele Aus-
priagungen (n) haben, und schon gar nicht miissen die
Werte x, bzw. y, mit jeweils derselben Wahrschein-
lichkeit p, angenommen werden. Es wird dabei auch
gar nicht darauf eingegangen, dass eine Auspragung
z, der Zufallsvariable Z= X +Y auf verschiedenste
Weise zustande kommen kann. Durch die angegebe-
ne Formelzeile wird eine mathematische Exaktheit
vorgespielt, die nicht vorhanden ist. Deswegen wur-
de oben geschrieben: ,,Die in der Schule verbreitete
Erwartungswertdefinition [...] erlaubt leider keinen
so kurzen Beweis mehr. Das schreibe ich nicht ge-
gen den/die mir unbekannte/n Gutachter/in, sondern
fir den Fall, dass diese Sichtweise weiter verbreitet
ist.

2 Formeln fur Erwartungswert
und Varianz

2.1 Binomialverteilung

Wir beschiftigen uns zunichst mit moglichen Plau-
sibilititsbegriindungen, die keine strengen Beweise
sind. Solche sind wichtig und wertvoll im Unter-
richtsgeschehen und sollten in keiner Weise abqua-
lifiziert werden.

Wie kann man E(X)=7"p bei der Binomialvertei-
lung mit den Parametern n und p plausibel machen?
Nur zu sagen oder zu schreiben, ,,das ist einleuch-
tend®, ist etwas wenig.

Wegen der wichtigen Grundvorstellung ,,Wahr-
scheinlichkeit —"*"— relative Haufigkeit (in der
umgekehrten Richtung steht schdtzen statt vorhersa-
gen), ist klar, dass mit n - p die erwartete absolute
Haufigkeit des betrachteten Ereignisses in einem
Bernoulli-Experiment vom Umfang n angegeben —
anders ausgedriickt: die absolute Haufigkeit gut vor-
hergesagt — wird, also der mittlere (auf lange Sicht
zu erwartende) Wert der binomialverteilten Zufalls-
variable X.

Eine andere Moglichkeit wire bei konkreten (klei-
nen) Werten von n (also z. B. n =2 oder n = 3) den

zugehorigen Erwartungswert laut Definition auszu-
rechnen. Bei n = 2 ergibt sich 2 - p und bei n = 3 er-
hilt man 3 - p. Das legt dann die Vermutung nahe,
dass sich im Allgemeinen n - p fiir den Erwartungs-
wert ergeben wird, was mit dem Hinweis ,,man kann
das auch allgemein zeigen™ in einer gewissen Weise
erledigt werden kann.’

In der Universititsmathematik sind die zugehdri-
gen Beweise sehr kurz, weil man sich dort meist ei-
nes in der Stochastik iiblichen Tricks bedient: Man
zerlegt die Zufallsvariable X in eine Summe ande-
rer — sogar unabhdngiger — Zufallsvariablen (so-
genannter Indikatorvariablen des Ereignisses A):
X=X +X,+...+ X,. Die ecinzelnen Indikatorva-
riablen X, konnen dabei nur die Werte 0 oder 1 an-
nehmen, je nachdem, ob 4 beim k-ten Versuch einge-
treten ist oder nicht. Erwartungswerte und Varianzen
dieser einzelnen X, sind sehr leicht zu bestimmen,
und somit (durch Summenbildung) auch Erwartungs-
wert und Varianz von X — also insgesamt ein sehr kur-
zer und eleganter Weg. Im Schulunterricht kann man
leider wieder kaum so vorgehen, weil die Zerlegung
in Indikatorvariablen die meisten Lernenden tiberfor-
dern wiirde. AuBBerdem steckt auch die Additivitdt der
Varianz fiir unabhéngige Zufallsvariablen dahinter,
wieder etwas, was in der Schule kein Standardstoff
ist. AuBerdem wird im Schulunterricht das Thema
der Unabhingigkeit von Zufallsvariablen in der Re-
gel nicht tief genug behandelt.

Im Folgenden sollen zwei alternative Beweise fiir die
Erwartungswertberechnung angegeben werden. Die
zweite Methode funktioniert auch bei der Varianz-
berechnung. Diese Darstellung soll nicht bedeuten,
dass der Autor vorschligt, auf jeden Fall in der Schu-
le formale Begriindungen (Beweise) — statt mogli-
cher Plausibilititsbetrachtungen — zu favorisieren,
sondern es sollen nur Méglichkeiten aufzeigt werden.

Die erste Moglichkeit hat mit bedingten Erwartungs-
werten zu tun, ein Konzept, das in seiner Allgemein-
heit in der Schule kaum zur Verfligung stehen wird.’
Das braucht es aber auch gar nicht, es geniigt die
Vorstellung, dass man einen Gesamterwartungswert
als gewichtete Summe von ,,Erwartungswerten in
Spezialfillen berechnen kann. Das ist vollig ana-
log zu: Gesamtwahrscheinlichkeiten (P(B)) konnen
als gewichtete Summe von ,,Wahrscheinlichkeiten
in Spezialfallen* (P (B|A),P(B |Z)) berechnet werden
(die Gewichte sind genau die Eintrittswahrschein-
lichkeiten der Spezialfille, vgl. Abb. 1):

‘P(B|4)+P(4) P(B|4).
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P(A) P(A)

A/ A
P(BIA) P(BIA)

B B

Abb. 1: Baumdiagramm fir P(B) als gewichtetes
Mittel in Spezialfallen

Ganz analog ist das bei Erwartungswerten (Abb. 2):
E(X)=P(4)-E(X|4)+P(4)-E(X]|A4).
P(A) P(A)

A A

E(X|A) E(X|A)

Abb. 2: Baumdiagramm fiir E(X) als gewichtetes
Mittel in Spezialfallen

Wenn man weiB, dass E(X) in 20 % der Fille den
Wert E, hat und in 80 % der Félle den Wert E,, so
ist wohl klar: E(X)=0,2-E, +0,8 E, — mehr steckt
hinter diesem Satz nicht.

Dabei ist nebenséichlich, ob man diesen beiden Sétzen
im Schulunterricht den fachlichen Namen gibt (,,Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit®, ,,Satz vom tota-
len Erwartungswert*); das zugehdorige Phanomen soll-
te im Vordergrund stehen. Eine Veranschaulichung in
Baumdiagrammen kann hier wertvolle Dienste leisten.

Mit diesem Prinzip konnen die Formeln fiir die Er-
wartungswerte der Binomial- und der geometrischen
Verteilung begriindet werden; auch dariiber hinaus
finden sich zahlreiche Anwendungen, die hier aber
nicht thematisiert werden sollen (vgl. die Literatur in
Anmerkung 3).

Weil bei diesem Zugang die Anzahl » der Versuchs-
wiederholungen eine wichtige Rolle spielt, sei die

Zufallsvariable X nun mit diesem Index versehen und
heiBe nun X, .

Mit 4 :=,,Erfolg beim 1. Versuch, d. h. das interessie-
rende Ereignis tritt ein beim 1. Versuch* erhalten wir:

E(X,)=p-E(X,|4)+(1—p)-E(x,]4),

1+E(X, ) E(X,-1)

woraus sich unmittelbar
E(X,)=p+E(X,)

ergibt. Man muss erkennen:

« E(X,|4)=1+E(X, ):
Wenn der 1. Versuch ein Erfolg war, dann hat
man schon einen Erfolg (,,1+ ), und es folgen
im Mittel noch E(X, ) Erfolge.

* B(x|4)=E(x,.):
Wenn der 1. Versuch kein Erfolg war, hat man
einen Fehlversuch, und es folgen im Mittel noch
E(X, ) Erfolge.

Bei jeder Erh6hung von n» um 1 kommt also beim
Erwartungswert ein p dazu, m. a. W.: jede Versuchs-
wiederholung liefert den gleichen Beitrag zum Er-
wartungswert. Es ist auch klar, dass dies auch schon
fiir die erste Durchfiihrung zutrifft (man kann bei Be-
darf auch leicht E(X,)=1-p+0-(1— p)= p explizit
berechnen), so dass man schlieB8lich hat:

E(X,)=n"p.

Ein Vorteil dieser Methode ist, dass bei der Erwar-
tungswertberechnung gar keine Summen mehr im
Spiel sind, was fiir Schiiler/innen in dieser Hinsicht
einfacher ist. AuBBerdem kann dasselbe Prinzip auch
bei der Berechnung des Erwartungswertes der geo-
metrischen Verteilung angewandt werden (siehe un-
ten). Der Nachteil ist, dass man den oben erlduterten
Zusammenhang (Gesamterwartungswert als gewich-
tete Summe von Erwartungswerten in Spezialfdllen)
bendtigt, und die gerade erwdhnten Erkenntnisse
E(X,|4)=1+E(X, ) und E(X,|4)=E(X, ) weite-
rer Uberlegungen bediirfen.

Die eben erarbeitete Beziechung E(X,)= p+E(X, )
ist eine Rekursionsbeziehung, und dieses Prinzip
wird in anderer Form auch bei der zweiten Moglich-
keit angewandt.’ Diese kann auch an mehreren Stel-
len angewandt werden, ndmlich bei Erwartungswert
und Varianz sowohl der Binomial- als auch der geo-
metrischen Verteilung (siche unten). Es ist so gese-
hen nicht nur ein einmaliger Trick, sondern eine effi-
ziente ,,Methode®, wichtige Parameter bei diskreten
Verteilungen zu bestimmen. Sie wiirde z. B. auch bei

28



der Poisson-Verteilung funktionieren; das ist kaum
schulrelevant, zeigt aber die Machtigkeit dieser ,,Me-
thode®. Auch scheint sie mir seitens der Schiiler/in-
nen gut nachvollziehbar zu sein.

Wenn man zur Abkiirzung p,:=P(X=k) fiir
k=0,1,..., n setzt, dann kann man bei der Binomial-
verteilung mit den Parametern » und p folgende Re-
kursionsbeziehung aufstellen:

n—k p (*)

pk+1:k+1 'Pk‘q

Eine Begriindung dieser Rekursionsgleichung fiir die
B(n, p)-Verteilung erhilt man durch Einsetzen in die
bekannte Formel

n .
p=PX=K)=(}) p'q""
Erwartungswert: E(X)=n-p
Aus (*) ergibt sich zundchst

q-(k+1)p=n-p p.~k pp.

Summation iiber Y auf beiden Seiten ergibt
k=0

Q'AZ:;(]"FU‘PA»HZH'P';pk—p';k-pk.

E(X) 1 E(X)

Man beachte, dass auf der linken Seite der Summand

0 p, fehlt und der Summand (n+1)- p,,, zu viel ist,
——

um E(X) darzustellen, aber beide Summanden
sind ohnehin 0. Aus ¢-E(X)=n-p— p-E(X) folgt

unmittelbar (p +¢q)-E(X)=n-p.°
—],_/

Varianz: V(X)=n-p-q

Das Prinzip ist dasselbe, nur die Durchfiihrung ist ein
wenig umfangreicher.

Multipliziert man (*) mit (k + 1), so erhilt man:

Q'(k+1)2'pk+1 :<k+1)'(n'p.pk_k'p.pk>

Summation iiber Y auf beiden Seiten ergibt:

k=0
g2 k+1) po=n-p-2k-pAnpDp
k=0 k=0 k=0
E(x?) E(X) 1

—p 2k p—p 2k p,
k=0 k=0

E(X?) E(X)

@M-E(XZ):(E(X)Y+n-p—n-p2

1

Mit dem Verschiebungssatz erhilt man daraus unmit-
telbar:

2

V(X)=EWX)—(E(X)) =n-p-(1-p)=n-p-q

2.2 Geometrische Verteilung

Wie lange muss man beim Mensch-drgere-dich-nicht
im Durchschnitt auf die erste 6 warten? Diese Fra-
ge stellt sich wohl jedem einmal, auch wenn man
nicht explizit dariiber nachdenkt. Oft wird in Schul-
bilichern dazu nur mitgeteilt, dass die geometrische
Verteilung mit Parameter p einen Erwartungswert

von % hat, vielleicht noch mit dem Hinweis, ,,das

kann man auch beweisen®, oder mit der Bemerkung,
dass ,.dies ziemlich einleuchtend ist®. Ist es auch,
aber hier es ist u. E. sehr wichtig, trotzdem passende
Worte zu finden. Es ist nicht schwierig, hier zumin-
dest eine intuitive Erkldrung, m. a. W. eine Plausibi-
litdtsbegriindung zu geben. Eine solche konnte fol-
gendermalfien lauten:

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine 6 ist p = 1/6. Eine
besonders wichtige Grundvorstellung von Wahr-
scheinlichkeit ist: Sie ist eine gute Vorhersage fiir
relative Haufigkeiten in einer langen Versuchsserie
(Bernoulli-Experiment). Damit ist klar, dass die rela-
tive Haufigkeit der 6 auf lange Sicht wohl ca. 1/6 sein
wird, das wiederum bedeutet, dass durchschnittlich
jeder 6. Wurf eine 6 ist (bei gleichméaBiger Aufteilung
wire es genau jeder 6. Wurf, vgl. Abb. 3).

OO0®OOOO0O0®OOOOO®

Abb. 3: GleichmaRige Aufteilung der Sechsen

Wenn man sich die Sechsen nun so aufgereiht denkt,
dann ist klar, dass 6 (allgemein: 1/p) die durchschnitt-
liche Wartezeit auf eine 6 (allgemein: auf ein Ereig-
nis mit Wahrscheinlichkeit p) ist.

Ein bekannter formaler Beweis der Tatsache

E(X)=;

verwendet gliedweises Differenzieren einer unendli-
chen geometrischen Reihe. Das ist bei Potenzreihen
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bekanntlich erlaubt innerhalb ihres Konvergenzradi-
us, aber auf diese Problematik kann man in der Schu-
le natiirlich nicht eingehen. So gesehen liegt dieser
Beweis technisch deutlich {iber Schulniveau.

Im Folgenden beschreiben wir drei verschiedene
Moglichkeiten flir einen Beweis der Erwartungswert-
formel der geometrischen Verteilung.

Mit ,,bedingten Erwartungswerten (siche oben: Bi-
nomialverteilung) angewandt auf die geometrische
Verteilung und 4 := ,,Erfolg beim 1. Versuch* ergibt
sich:
E(X)=p-E(X|4)+(1~ p) E(X|4),

1

—_—
1 1+E(X)

woraus sich unmittelbar

E(X)=;

ergibt. Man muss erkennen:
« E(X|4)=1:

Wenn der 1. Versuch ein Erfolg war, dann ist
X =1

« E(X|4)=1+E(X):

Wenn der 1. Versuch kein Erfolg war, hat man
einen Fehlversuch (,,1), und das Spiel beginnt
von vorne (,,+ E(X )“).

Vor- und Nachteile dieser Methode wurden oben bei
der Binomialverteilung schon genannt, sie gelten ge-
nauso auch hier.

Die zweite Methode der Erwartungswertberechnung
involviert Summen, man braucht die Summenformel
der unendlichen geometrischen Reihe (¢:=1— p):

r=l—q

E(X):ix,})()(:x,); irg”p =

=(1—q)Di-g"=(1-q)(g"+2¢' +3¢°+...)

i=1

1 1
=¢"+q' +q*+.. . =r——=|—
%* q tq T—g !!

Diese Methode ist kurz und elegant, aber beim
Ausmultiplizieren und Zusammenfassen (z. B.
3¢’ —2¢°=¢’) werden Summanden (auch negative!)
umgeordnet, und das ist nur bei absolut konvergenten
Reihen erlaubt. Also wird auch hier etwas verwendet,
dessen genaue Klarung im Rahmen des Schulunter-
richts nicht moglich ist. Trotzdem ist dieser Beweis
fiir den Schulunterricht m. E. geeignet.

Auch die Methode, die oben bei der Binomialvertei-
lung gut funktioniert hat, kann hier verwendet wer-
den (Rekursion); das ist hier dann die dritte Moglich-
keit. Wir werden sehen: Auch dabei wird eigentlich
umgeordnet in einer unendlichen Reihe, aber man
hat ausschlieB8lich positive Glieder, wodurch das Pro-
blem deutlich entschérft ist.

Wenn man zur Abkiirzung p,:=P(X=k) fiir
k=1,2,... setzt, dann kann man bei der geometri-
schen Verteilung mit Parameter p folgende besonders
einfache Rekursionsbeziehung aufstellen (und leicht
einsehen):

**)

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit £ +1 und

P =4 P«

summieren auf beiden Seiten tiber ) :

kz:;(k-i-l)‘pkﬂzq‘;(k-kl)'pk

Auf der linken Seite steht hier die Summe
2-p,+3-p,+..., es fehlt also genau der Wert
1- p, = p auf den Erwartungswert E(X), und auf der
rechten Seite wird einfach ausmultipliziert. In diesem
Ausmultiplizieren steckt natiirlich ein Umordnen der
Summanden, aber alle Summanden sind positiv.

E(X)—pzq;k'pﬁq';pk

E(X) 1

1
= (1-¢) E(X)=p+q & E(X)=-,

—;,_/ f
Man erkennt auch, dass hier im Prinzip dasselbe
geschieht wie bei der zweiten Methode, nur etwas
anders notiert; negative Summanden werden vermie-

den.

Nur um die Michtigkeit dieser Methode zu zeigen,
sei hier damit auch die Formel fiir die Varianz der
geometrischen Verteilung begriindet, auch wenn die-
se im Regelunterricht der Schule vermutlich selten
eine Rolle spielt.

Wir multiplizieren (**) auf beiden Seiten mit (k +1)’

und summieren iiber Y auf beiden Seiten:
k=1

;(k-i-l)z-pkH:q-;(k-l-l)z-pk

Auf der linken Seite steht hier die Summe
2*-p,+3%p,+..., es fehlt also genau der Wert
1?- p, = p auf den Erwartungswert E(X?). Damit er-
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gibt sich weiter (im Ausmultiplizieren auf der rechten
Seite steckt wieder das ,,Umordnen®, aber wiederum
nur positive Summanden!):

E(Xz)—p=q';k2'pk+2q';k'pk+q';pk

E(X?) E(X) 1
&(1—¢) E(X?)=(q+¢) EX)+ p+q
— Y T
P
_l’_
o P BX)=g+g+ poBx) =Lt
s_l,_a p

Dabei muss man in der Lage sein zu erkennen, dass

D k- p, nichts anderes als E(X?) darstellt.
k=1

Mit dem Verschiebungssatz erhélt man weiter:

+1 1 q
VX)=EX)-(EX) =L+ -L=1

(=B~ (B =L - =
Fiir die Standardabweichung der nétigen Wiirfe bis
zur ersten 6 beim Mensch-drgere-dich-nicht-Spiel
bedeutet dies

O'(X)=‘/V(X)=@=6'\/%=@x5,5.

Dies ist eine ziemlich starke Schwankung um den
Erwartungswert 6, was viele in ihrer Kindheit (leid-
voll?) erlebt haben.

3 Resilimee

Es ist unbestritten, dass viele Begriindungen in der
Stochastik im Schulunterricht anders ablaufen miis-
sen als in einem Mathematikstudium, denn das Ab-
straktionsniveau ist nicht dasselbe. Wichtige und oft
angewandte Formeln wie z. B. fiir die Erwartungs-
werte der Binomial- und der geometrischen Vertei-
lung sollten im Schulunterricht und in Schulbiichern
aber nicht nur mitgeteilt werden mit dem Hinweis
,der zugehdrige Beweis ist zu kompliziert™. Nicht,
dass eine solche Aussage im Schulunterricht prinzi-
piell abzulehnen wire, aber in diesem speziellen Fall
der Erwartungswerte gibt es viele Moglichkeiten, die
das Schulniveau nicht iibersteigen. Zumindest gut
ausformulierte Plausibilitdtsbetrachtungen sollten
thematisiert werden. Denn sonst lduft der Unterricht
Gefahr, zu einem Einsetzen in vorgesetzte Formeln
zu degenerieren — und dieses Bild von Mathematik
ist bekanntlich falsch und schédlich.

Im Aufsatz wurden mehrere Moglichkeiten auf-
gezeigt, formale Beweise beim in Rede stehenden
Thema zu fiihren, die nicht Universitdtsmathematik

benutzen. Dies widerlegt die Ansicht, dass zugehd-
rige formale Beweise notwendig das Schulniveau
tibersteigen wiirden. Jede Lehrkraft muss sorgfiltig
entscheiden, welche Begriindungen hier gegeben
werden (Plausibilitdtsbegriindungen oder doch for-
male Beweise) und es gibt auch gute Griinde, es im
Schulunterricht bei Plausibilititsbetrachtungen zu
belassen (z. B. die begrenzte Unterrichtszeit lieber
wo anders investieren). Aber immerhin besteht die
Moglichkeit, bei Interesse auch formale Beweise zu
thematisieren.

Einerseits haben Plausibilitdtsbetrachtungen aus der
Sicht des Faches den Nachteil, dass sie keine ,,stren-
ge Gewissheit® geben fiir Sachverhalte, sondern nur
bestiarkend wirken (,,das wird aus diesem oder jenem
Grund wohl so sein®). Die Methode in der Wissen-
schaft Mathematik Gewissheit zu erlangen (formale
Beweise) wird dabei nicht verwendet. Andererseits
ist das Lernen von Mathematik nicht gleichzusetzen
mit der Wissenschaft und Beweise haben ja nicht
nur die Funktion Gewissheit zu schaffen (zu zeigen,
dass etwas der Fall ist), sondern auch die Funktion
zu klaren, warum etwas der Fall ist. Bei diesem As-
pekt konnen manchmal nicht formale Begriindungen
(evtl. auch ,,nur* Plausibilitidtsbetrachtungen) mehr
leisten als formale Beweise, weil ,,das Wesentliche*
in formalen Beweisen (das das Warum fir Mathema-
tiker/innen klart) fiir Lernende oft nicht sichtbar wird
(zu technisch, zu abstrakt, etc.). Hier muss jede Lehr-
kraft immer wieder Abwégungen machen, die je nach
Lerngruppe anders ausfallen kdnnen.

Anmerkungen
1 Wir beschrinken uns hier auf diskrete Zufallsvariab-
len

2 Analog (kleine konkrete Werte von » nehmen und aus-
rechnen) kann man auch bei der Varianz vorgehen, um
die Formel V(X)=n" p ¢ plausibel zu machen.

3 Zum Vorgehen vgl. Engel (1987, S.65f.), Henze
(2001) und Humenberger (2000).

4 Hier iibernimmt also X, die Bedeutung der Zufallsva-
riablen X; bei den weiter oben erwihnten Indikator-
variablen hatte X, eine andere Bedeutung. Ich danke
Prof. Henze (Karlsruhe) fiir wichtige Hinweise zu die-
ser Methode.

5 Sie entstand aus einem Mailverkehr mit Dr. Resel
(Wien). Vielleicht (sogar wahrscheinlich) gibt es in
der Literatur irgendwo schon einen Hinweis auf die
Methode Rekursion zum Zweck der Berechnung
wichtiger Parameter bei diskreten Verteilungen; ich
habe aber keinen gefunden, und kannte diese Methode
bis zum besagten E-Mail-Verkehr auch nicht. Wenn
jemand entsprechende Literaturstellen kennt, bitte ich
um Bekanntgabe.
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6 Beide Beweise sollten Lernende (zumindest in einem  Henze, N. (2001): Muster in Bernoulli-Ketten. In:
Leistungskurs) nicht prinzipiell iiberfordern. Man be- Stochastik in der Schule 21 (2), S. 2-10.
greift dabei vielleicht auch etwas von dem sehr wich-
tigen Warum eines Sachverhaltes, nicht nur von seiner
Giltigkeit. Wie Hanna (1990, S. 9) schreibt: ,,Ich bin
der festen Uberzeugung, dass es niitzlich wire, in die
Diskussion eine explizite Unterscheidung einzufiihren
zwischen Beweisen, die beweisen, und Beweisen, die
erkléren.*

Humenberger, H. (2000): Bedingte Erwartungswerte. In:
Stochastik in der Schule 20 (1), S. 20-27.
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